Todennakdisyyslaskenta

Osa 1: Todennakdisyys ja sen laskusaannot

- Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
- Todennakoisyyden méaritteleminen

© KE (2014)



Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Satunnaiskokeet

Reaalimaailman ilmi6 on satunnaisilmio, jos:
(1) [ImiGll& on useita erilaisia vaihtoehtoisia tuloksia.

(i) [Imidn alkutilan perusteella ei voida tarkasti ennustaa
IImion lopputilaa eli sitd, mik& mahdollisista
tulosvaihtoehdoista realisoituu eli toteutuu.

(i)  Vaikka ilmion lopputilaa ei voida ennustaa tarkasti,
tulosvaihtoehtojen suhteellisten frekvenssien eli osuuksien
nahdaan ilmion toistuessa kayttaytyvan saannonmukaisesti.

Kutsumme satunnaisilmiota usein satunnaiskokeeksi ja
satunnaisilmion esiintymiskertaa koetoistoksi.
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Tyypillinen esimerkki

Esimerkki kruunan suhteellisen frekvenssin f/n
kehittymisesta pitkassa rahanheittosarjassa

0.5 1

f/n

10 100 1000 10000

Heiton numero n (loQ)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Todennakoisyyslaskennan peruskasitteet

(1) Sanomme, etta satunnaisilmion tulosvaihtoehto on
alkeistapahtuma, jos satunnaisilmiota el voida tai haluta
"purkaa” sita alkeellisempiin tulosvaihtoehtoihin

(i1) Kutsumme satunnaisilmion kaikkien
alkeistapahtumien muodostamaa joukkoa otosavaruudeksi.
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Esimerkki - otosavaruus ja alkeistapahtumat:

e Satunnaiskoe (1):
Nopan heitto @
e Otosavaruus:
$=1{1,2,3,4,5,6}
o Alkeistapahtumat:

S1 =

S, =
Sy =
S, =
S =
Sg =
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Esimerkki - otosavaruus ja alkeistapahtumat:

e Satunnaiskoe (2):
Paivittaisen sademaaran mittaaminen
e (tosavaruus:

S={x:0<x<M}

e Satunnaiskoe (3):

Koneen osan tutkiminen onko viallinen
e Otosavaruus:

S ={V,K}, V=viallinen K=kelvollinen
o Alkeistapahtumat:

s, =V

s, =K
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Todennakoisyyslaskennan peruskasitteet

(i11) Satunnaisilmion tapahtumat ovat satunnaisilmion
alkeistapahtumien muodostamia otosavaruuden
osajoukkoja.

(Muistutus joukko-opin peruskasitteista 10ytyy esimerkkikokoelma 1:n alussa
kohdassa Joukko-oppi)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Tapahtumat

« Jossiis A on jokin otosavaruuden S tapahtuma, niin
Ac S
eli
SseA=>seS
jossa s on tapahtumaan A kuuluva alkeistapahtuma.

« Kun sanomme, etta tapahtuma A sattuu, tarkoitamme
aina sita, etta jokin tapahtumaan A kuuluva alkeis-
tapahtuma s sattuu.
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki nopanheitosta

e Satunnaiskoe:

Nopanheiton tulos
e Otosavaruus:

Silmélukujen joukko S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
o Alkeistapahtumat:

Silmaluvut 1, 2, 3,4, 5,6

o Esimerkki tapahtumasta:
A = "Silmaluku on parillinen” = {2, 4, 6}
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 1/3

e Satunnaisilmio:
Tulokset kahdesta nopanheitosta
e Otosavaruus S:
Silmalukuparien (i, j) (36 kpl) joukko, jossa
| = 1. nopanheiton silmaluku, 1=1, 2, 3,4,5, 6
] = 2. nopanheiton silmaluku, j=1, 2, 3,4,5, 6
S:{(l,l), 1,2), (1L3), (1,4), (15, (6),
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(31), (3,2), (33), (3,4), (35), (36),
(41), (4,2), (43), (4,4), (4,5), (4,6),
(5.1), (5,2), (53), (5,4), (5,5, (56),
(6,1, (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 2/3

e Otosavaruuden alkiot voidaan esittaa seuraavana taulukkona:

(,)) ] =tulos 2. nopanheitosta
| = tulos

1. nopan- 1 2 3 4 ) 6

heitosta
1 1,011,213 ]1,49](@,5) ] (@1,6)
2 2,1012,2)12,3)]1(2,4)](2,5) | (2,6)
3 3,1)]163,2)1(3,3)](3,4) | (3,5 ] (3,6)
4 410142 1@43)]14,4]@4,5)] (4,6)
5 5,10165,2165,3)]15,4]6,5) ] (5,6)
6 (6,1)](6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat

Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 3/3

o Esimerkki tapahtumasta:

A =7"Kummallakin nopalla saadaan sama silmaluku”
={(1.1), (2.2), (3,3), (4.4), (5,5), (6.6)}
o Esimerkiksi:
(2,2) e A
(6,1) ¢ A
AcS

© MillaKibble (2013)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Uusien tapahtumien muodostaminen

« Mistd tahansa otosavaruuden tapahtumista voidaan
muodostaa uusia tapahtumia.

 N&ma uudet tapahtumat voidaan ilmaista sanoin tai
Kirjoittaa joukko-opin operaatioitten avulla.

o Kéaytamme Venn-diagrammia kuvaamaan otosavaruuksia
ja nithin littyvia tapahtumia.
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat

Johdetut tapahtumat

e Olkoot A ja B johonkin satunnaiskokeeseen liittyvia
tapahtumia.

« Tarkastelemme seuraavia tapahtumista A ja B
johdettuja tapahtumia:

(i) Tapahtuma A ei satu.
(i) Tapahtuma A tai B sattuu:

Tapahtuma A sattuu tai tapahtuma B sattuu tai
molemmat sattuvat.

(il1) Tapahtuma A sattuu ja tapahtuma B sattuu.

(iv) Tapahtuma A sattuu, mutta tapahtuma B el satu.

© MillaKibble (2013)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat

Tapahtuman A komplementti

e Olkoon A c S otosavaruuden
S tapahtuma.

e Tapahtuman A
komplementtitapahtuma
At ="A el satu” = el-A
on niiden alkeistapahtumien

joukko, jotka eivat kuulu
joukkoon A:

At={seS|se A}

© MillaKibble (2013)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat

Tapahtumien A ja B yhdiste

 Olkoot A< SjaB < Sotos-
avaruuden S tapahtumia.

 Yhdistetty tapahtuma

AUB = A sattuu tal B sattuu
tal molemmat sattuvat”

on niiden alkeistapahtumien
joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A tai joukkoon B
tal molempiin:

AUB
={seS|seAtais e B}

© MillaKibble (2013)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat

Tapahtumien A ja B leikkaus

 Olkoot A< SjaB < Sotos-
avaruuden S tapahtumia.

 Yhdistetty tapahtuma
ANB = "A ja B sattuvat”

on niiden alkeistapahtumien
joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A ja joukkoon B:

ANB

={seS|seAjas e B}

)

© MillaKibble (2013)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Esimerkki

e Satunnaiskoe: Nopanheiton tulos

e Otosavaruus: S=1{1, 2, 3,4, 5, 6}

e Tapahtumia:
A = "Silméaluku on suurempi kuin 3” = {4,5,6}
B = ”Silméaluku on pienempi kuin 6” = {1,2,3,4,5}
C = "Silmaluku on parillinen” = {2, 4, 6}

ANC = "Silméluku on suurempi kuin 3 ja parillinen” = {4,6}

Ac = "Silmaluku ei ole suurempi kuin 3” = {1,2,3}
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Toisensa poissulkevat tapahtumat

e Tapahtumat A ja B ovat
toisensa poissulkevia, jos
A ja B eivat voi sattua
samanaikaisesti.

e Tapahtumat A ja B ovat
toisensa poissulkevia, jos
ne ovat otosavaruuden S
osajoukkoina pistevieraita
eli

ANB =0

© MillaKibble (2013)
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
Toisensa poissulkevat tapahtumat:

Esimerkki eduskunnasta

o Satunnaiskoe: Kansanedustaja valitaan satunnaisesti kaikkien
kansanedustajien joukosta.

o Olkoon
A = "Edustaja kuuluu vasemmistoliittoon”
B = ”"Edustaja kuuluu kokoomukseen”

o Tall6in tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia, koska yksikaan
kansanedustaja el voi olla kahden puolueen jasen, mik& merkitsee sité,
ettd joukot A ja B ovat pistevieraita:

ANB =
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Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat

Tapahtumien A ja B erotus

 Olkoot A< SjaB < Sotos-
avaruuden S tapahtumia.

 Yhdistetty tapahtuma

A\B = "A sattuu,
mutta B el satu”

on niiden alkeistapahtumien
joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A, mutta eivat
kuulu joukkoon B:

A\B
={seS|seAjas ¢ B}
= AnB°

.0

© MillaKibble (2013)
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Todennakdisyyslaskenta

Osa 1: Todennakdisyys ja sen laskusaannot

- Satunnaiskokeet, otosavaruudet ja tapahtumat
- Todennakdisyyden maaritteleminen

© KE (2014)
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Todennakoisyyden maaritteleminen

o Kasittelemme satunnaiskokeita joten kokeen alkutilan
perusteella el voida tarkasti ennustaa mika mahdollisista
tulosvaihtoehdoista toteutuu.

« Haluamme kuitenkin osata jotenkin sanoa millaiset
mahdollisuudet on sille, etta satunnaiskokeen joku
tapahtuma sattuu. Todennakoéisyys mittaa tata
mahdollisuutta.

© MillaKibble (2013)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden aksiomaattinen maarittely

o Matemaattisesti kelvollisen yleisen méaritelman toden-
nakoisyydelle esitti venalainen matemaatikko A. N.
Kolmogorov 1930-luvun alussa.

« Kolmogorovin aksioomien mukaan todennakoisyys-
laskenta on matemaattisen mittateorian osa.

e Todennakoisyyden naiivit méaritelmat (ks kohdat
klassinen ja empiirinen todennakdisyys muutaman
kalvon paastd) voidaan sijoittaa — sopivasti muotoiltuina —
Kolmogorovin aksioomajarjestelmaan todennakdisyyden
kasitteen tulkintoina tai kuvauksina.
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
TodennakoOisyyden aksioomat

Olkoon S otosavaruus, jossa satunnaisilmiota tarkastellaan.
M | Prs)=1

(i1) Jokaisen tapahtuman A c S todennakdisyys Pr(A) on
reaaliluku valilla [0,1]:

0<Pr(A)<1

(i) Jos A, A, A,... ovat toisensa poissulkevia tapahtumia
(ANA =4, i#]),sitten:

Pr(A UA UA,...)=Pr(A)+Pr(A)+Pr(A)+.....
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakadisyys:
Maaritelma

« Tarkastellaan satunnaiskoetta, johon liittyy n kpl yht&
todennakoisié vaihtoehtoja:

S=1{s,S,, ..., S,} aarellinen otosavaruus.

o Tarkastellaan tapahtumaa A < S, johon kuuluu k alkeis-
tapahtumaa.

« TAall6in tapahtuman A klassinen todennakoisyys on

Pr(A) = K

N
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennékoisyys - EsimerkKki

Heitetddn noppaa.

« Talloin otosavaruus on
S=1{1,2,3,4,5,6}.

» Jos oletetaan, ettd noppa on virheeton, niin

Pr(i) :% , kaikille silméaluvuille 1 =1, 2, 3, 4,5, 6

o Olkoon tapahtuma

A={56}cS.
o Tapahtumalle A suotuisien alkeistapahtumien lukuméaara k = 2.
« Siten tapahtuman A todennékaqisyys on

Pr(A) = % = % ~0.333

© MillaKibble (2013)
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Todennakoisyyden maaritteleminen

» Tulosvaihtoehtojen lukumaarien laskeminen on usein
epatriviaali tehtava ja apuna tarvitaan kombinatoriikaksi
kutsuttua matematiikan osa-aluetta; ks. Klassinen
todennakadisyys ja kombinatoriikka
Esimerkkikokoelmassa 1.

© MillaKibble (2013)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakadisyys:

Ongelmat maaritelmassa

« Kiassisen todenndkoisyyden maaritelma ei anna
mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien toden-
nakoisyyksista, joihin liittyvat tulosvaihtoehdot eivat ole
yhta todennakadisia.

o Maaritelmé ei anna mahdollisuutta puhua sellaisten
tapahtumien todennakdisyyksista, joihin liittyy darettbman
monta tulosvaihtoehtoa.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakdisyys

» Tarkastellaan satunnaiskoetta, jota voidaan toistaa siten,
ettd seuraavat ehdot patevat:

(i) Kokeen olosuhteet sailyvat muuttumattomina
koetoistosta toiseen.

(i) Koetoistot ovat riippumattomia.

© MillaKibble (2013)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakadisyys
Maaritelma

e Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.

* Oletetaan, etta tapahtuma A sattuu koetoistojen aikana f
Kertaa.

« Jos tapahtuman A suhteellinen frekvenssi
f

N

lahestyy (jossakin mielessd) jotakin kiinteata lukua p
koetoistojen lukumaaran n kasvaessa rajatta, on p
tapahtuman A empiirinen todennakaoisyys.

© MillaKibble (2013)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakadisyys:
Esimerkki 1/3

o Eraassé kyselytutkimuksessa selvitettiin miten suomalaiset suhtautuvat
Suomen mahdolliseen NATO-jasenyyteen.

o Tutkimus perustui satunnaisotokseen, johon poimittiin arpomalla
1800
suomalaista.
e Otoksessa
1080
henkil0a ilmoitti vastustavansa NATO-jdsenyytta.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakadisyys:
Esimerkki 2/3

Tutkimusta voidaan kuvata satunnaisilmidona seuraavalla tavalla:
Satunnaiskoe:

Poimitaan yksi suomalainen arpomalla otokseen.
Koetoistojen lukumaara (otoskoko):
n =1800
Tapahtuma A:
Otokseen poimittu suomalainen vastustaa Suomen NATO-
jasenyytta.
Tapahtuman A frekvenssi koetoistojen joukossa:
f=1080

Tapahtuman A suhteellinen frekvenssi:
f 1080 0.6

n 1800

© MillaKibble (2013)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakadisyys:
Esimerkki 3/3

« Jos otoksen poiminnassa kéytettiin arvontaa, voidaan
olettaa, ettd tapahtuman A suhteellinen frekvenssi sailyy
stabiilina, jos otoskokoa kasvatetaan tai otantaa
toistetaan.

 Jos oletus tapahtuman A suhteellisen frekvenssin
stabiiliudesta patee, havaittua suhteellista frekvenssia 0.6
on jarkevaa kutsua todennakoisyydeksi, etta satunnaisesti

valittu suomalainen vastustaa Suomen NATO-j&senyytta.

 Siten tapahtuman A empiirinen todennakaoisyys on
Pr(A) =0.6
otoksesta saatujen tietojen perusteella.

© MillaKibble (2013)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakadisyys:
Ongelmat maaritelmassa 1/2

e Empiirinen todenndkadisyys on empiirinen kasite siina
mielessd, ettd tulosvaihtoehdon suhteellisen frekvenssin
f/n maaraaminen vaatii satunnaiskokeen toistamista ja
havaintojen keraamista satunnaiskokeen tuloksista.

e Tulosvaihtoehdon empiirista todennakoisyytta ei
voida — nimestaan huolimatta — maarata kokeellisesti,
koska suhteellisen frekvenssin tilastollisen stabiliteetin
todentaminen vaatisi satunnaiskokeen toistamista
aarettoman monta kertaa.

« Kasite el anna mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien
todennakdisyyksista, joista ei ole havaintoja.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakadisyys:
Ongelmat maaritelmassa 2/2

o Empiirisen todennakdisyyden maaritelmassa esiintyva
suhteellisen frekvenssin raja-arvo ei ole hyvin maaritelty:
Mikaan el takaa, ettd maaritelméassa esiintyva raja-arvo on
olemassa.

« Empiirista todennédkaoisyytta voidaan pikemminkin
pitaa tilastollisesti stabiilisti kayttaytyvan suhteellisen

frekvenssin ominaisuutena kuin todennakdisyyden
maaritelmana.

© MillaKibble (2013)
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Todennakdisyyslaskenta

Osa 1: Todennakdisyys ja sen laskusaannot

-Peruslaskusaannot todennakaoisyydelle
- Ehdollinen todennakdisyys ja riippumattomuus

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Todennakdisyyslaskennan

peruslaskutoimitukset ja -s&dannot

* Todennakoisyyslaskennalla tarkoitetaan usein sellaisten
laskutoimitusten ja -saantdjen kokoelmaa, joiden avulla
voidaan maaraté jonkin satunnaisilmion tapahtumista
joukko-opin operaatioiden avulla johdettujen
uusien tapahtumien todennakdisyydet.

* Todennékaoisyyslaskennan laskusaannét voidaan todistaa
Kolmogorovin aksioomajarjestelmassa.

e Tassa el anneta todistuksia mutta saannoét tehdaan ilmeisiksi
Venn-diagrammien ja esimerkkien avulla.
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Yhteenlaskusaanto

toisensa poissulkeville tapahtumille

e Olkoon tapahtuman A
todennakaisyys Pr(A).

e Olkoon tapahtuman B
todennakaisyys Pr(B).

« Jos A ja B ovat toisensa
poissulkevia, yhdisteen
AUB = "A tal B sattuu”
todennakaoisyys on

Pr(AuB) = Pr(A) + Pr(B)

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Yhteenlaskusaanto toisensa poissulkeville

tapahtumille: Esimerkki eduskunnasta

* Vuoden 2011 eduskunnassa (200 kansanedustajaa yhteensa):
nSosialistit = nSDP + nVas =42+ 14 =56

» Todennadkoisyys, ettd satunnaisesti valittu edustaja oli sosialisti:

Pr(Sosialisti) = Pr(SDP) + Pr(vas)

42 . 14
200 200
56
200

= 0.28.

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Yleistetty yhteenlaskusaanto

pareittain toisensa poissulkeville tapahtumille

e Olkoot A, A,, ..., A  pareittain toisensa poissulkevia.
 Talloin AnA; =, kun i =].
» Olkoon tapahtuman A, todennakdisyys
Pr(A),1=1,2, ...,k
o Talloin yhdisteen
"A, tal A, tal ... tal A, sattuu”
todennakoisyys on
Pr(A;UAL -+ UA) = Pr(A) + Pr(A,) + --- + Pr(A))

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdannot todennakoisyydelle
Mahdottoman tapahtuman todennakaoisyys:

« Todennakdisyyden aksioomien (i) ja (i11) mukaan

1=Pr(S)=Pr(@uS)=Pr(d)+Pr(S)=Pr(d)+1

josta valttamatta seuraa

Pr()=0
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Peruslaskusdadnnot todennékdisyydelle

Komplementtitapahtuman todennakoisyys 1/2

e Olkoon A c S otos-
avaruuden S tapahtuma.

e Olkoon
AC
="A el satu”
={seS|se¢ A}
tapahtuman A
komplementtitapahtuma.

AC

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdadnnot todennékdisyydelle

Komplementtitapahtuman todennakoisyys 2/2

e Olkoon tapahtuman A
todennakaoisyys Pr(A).
 Talloin tapahtuman A

komplementtitapahtuman
A° todennakaoisyys on

Pr(A®) =1 - Pr(A)

AC

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdadnnot todennékdisyydelle
Komplementtitapahtuman todennakaoisyys:

Perustelu

» Tapahtuma A ja sen komplementti-
tapahtuma A° ovat toisensa pois-
sulkevia:

ANAC =

» Lisaksi otosavaruudelle S patee

aina:
S =AUAC
 Siten toisensa poissulkevien

tapahtumien yhteenlaskusaannon
mukaan A°

Pr(S) =1 =Pr(A) + Pr(A°)

 Siten komplementtitapahtuman A°
todennakoisyydeksi saadaan:

Pr(A°) =1 - Pr(A)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Komplementtitapahtuman todennakaoisyys:

EsimerkkKi

Heitetdan 2 kolikkoa yhta aikaa. Mika on tapahtuman
A = saadaan vahintdan yhden Kruunan
todennakdisyys ? (Oletetaan etta kolikko on virheetdn).

n(S) =4
Pr(A°) = todennakdisyys ettei saada yhtaan Kruunaa = ¥

Pr(A) =1 - Pr(A°) = ¥,

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Yleinen yhteenlaskusaanto

* Olkoot tapahtumien
A, B, AnB
todennakaoisyydet
Pr(A), Pr(B), Pr(AnB)
« Tall6in yhdisteen
AUB = A tal B sattuu”
todennakaoisyys on

Pr(AUB)
= Pr(A) + Pr(B) — Pr(AnB)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Yleinen yhteenlaskusaanto:

Esimerkki levikkitutkimuksesta

e Levikkitutkimuksessa saatiin selville, ettd eradn kunnan asukkaat
lukevat Seuraa ja Apua seuraavasti:

Seura 20 %
Apu 16 %
SeurajaApu | 1%

o Tallgin
Pr(Seura tai Apu) = Pr(Seura) + Pr(Apu) —Pr(Seura ja Apu)
_ 20 N 16 1
100 100 100
35
100
=0.35
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Erotustapahtuman todennéakoisyys 1/2

 Olkoot A< SjaB < Sotos-
avaruuden S tapahtumia.

 Olkoon
A\B

= "A sattuu,
mutta B el satu”

={seS|seAjas ¢ B}
= ANB¢
tapahtumien A ja B erotus.

© MillaKibble (2013)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Erotustapahtuman todennéakoisyys 2/2

e Olkoon tapahtuman A
todennakaisyys Pr(A).

* Olkoon tapahtuman AnB
todennakaoisyys Pr(AnB).

 TallGin erotustapahtuman

A\B = A sattuu,
mutta B el satu”

todennakaoisyys on

Pr(A\B)
= Pr(A) — Pr(AnB)
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Erotustapahtuman todennakoisyys:

Esimerkki korttipakasta 1/2

» 52:n kortin pakassa on 16 kuvakorttia ja 13 patakorttia, joista 4 on
kuvakortteja.

e Olkoon

A = ”Satunnaisesti valittu kortti on pata”
B = ”Satunnaisesti valittu kortti on kuva”

o Tallgin
A\B = "Satunnaisesti valittu kortti on pata,
mutta ei ole kuvakortti”
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Erotustapahtuman todennakoisyys:

Esimerkki korttipakasta 2/2

. Tallgin
Pr(A\B) = Pr(A) - Pr(An B)
13 4
52 52
9
52

« Tulos on tietysti selvd muutenkin, koska patoja, jotka eivat ole kuvia,
on 9 kpl eli kortit 10, 9,8, 7, 6, 5, 4, 3, 2.
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Peruslaskusdannot todennakoisyydelle

Tapahtuman B sattumisesta seuraa
tapahtuman A sattuminen

e Olkoot A < SjaB c S otos-
avaruuden S tapahtumia.

» Oletetaan, etté jos B sattuu,
niin A sattuu.

o Talloin B c A.

o Olkoot tapahtumien AjaB
todennakdisyydet Pr(A) ja
Pr(B).

o TallGin:

Pr(A) > Pr(B)
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Peruslaskusdannot todennakoisyydelle
Erotustapahtuman todennakaoisyys,

kun B:n sattumisesta seuraa A:n sattuminen

e Olkoot A< SjaB < Sotos-
avaruuden S tapahtumia.

e Olkoon B — A.

e Olkoot tapahtumien A ja B
todennakoisyydet Pr(A) ja A\B
Pr(B).

 Talloin erotustapahtuman

A\B = "A sattuu,
mutta B el satu”

todennakaoisyys on
Pr(A\B) = Pr(A) — Pr(B)
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Todennakdisyyslaskenta

Osa 1: Todennakdisyys ja sen laskusaannot

-Peruslaskusaannot todennékaoisyydelle
- Ehdollinen todennakdoisyys ja riippumattomuus

© MillaKibble (2013)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Ehdollinen todennakaoisyys

 Joskus haluamme tietadd tapahtuman A todennékaoisyys
ehdolla, ettad tapahtuma B on sattunut. Tamé
todennakdisyys on tapahtuman A ehdollinen
todennakoisyys ehdolla, etta tapahtuma B
on sattunut ja se kirjoitetaan Pr(A|B).

o Tassa tilanteessa B on uusi (pienempi) otosavaruus, ja
tdma ehdollinen todennékadisyys on se murto-osa Pr(B):sta
joka vastaa tapahutmaa AnB .

Pr(An B)

Pr(A|B) = or(B)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Ehdollinen todennakaoisyys

» Olkoon tapahtuman
"A ja B sattuvat”
todennakaisyys Pr(AnB).

» Olkoon tapahtuman B
todennakoisyys Pr(B) = 0.

 Talloin tapahtuman A
ehdollinen todennakaoisyys
ehdolla, etta tapahtuma B
on sattunut on

Pr(An B)

Pr(A|B) = or(B)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Ehdollinen todennakoisyys:

Esimerkki eduskunnasta 1/2

* Vuoden 2011 eduskunnan 200 kansanedustajasta 86 on naisia.
* Mika on todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu edustaja oli nainen?
o Merkitdan

A = "Edustaja oli nainen”

« Tallgin
86
Pr(A) = —
(#) 200
=0.43
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Ehdollinen todennakoisyys:

Esimerkki eduskunnasta 2/2

o SDP:lla on 42 kansanedustajaa, 15 miesta, 27 naista.

« Mika on todennakdisyys, ettd satunnaisesti valittu edustaja, joka
kuului SDP:n ryhmaéén, oli nainen?

» Talloin ehdollinen todennakaisyys
Pr(Nainen ja SDP)
Pr(SDP)
271200 27

T 42/200 42

o Tassa tapauksessa tieto siita, etta satunnaisesti valittu kansanedustaja
oli SDP:std muuttaa todennakoisyytta, ettd han oli nainen.

Pr(Nainen|SDP) =

=0.643 > 0.43 = Pr(Nainen)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Yleinen tulosaanto

* Olkoon tapahtuman A
ehdollinen todennakaisyys
ehdolla, etta tapahtuma B
on sattunut Pr(A|B).

» Olkoon tapahtuman B
todennakoisyys Pr(B) = 0.

« Talloin leikkauksen
ANB = "A ja B sattuvat”
todennakoisyys on

Pr(An B) = Pr(B) Pr(A[B)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Yleistetty yleinen tulosaanto

o Tarkastellaan tapahtumia A, A,, ..., A..
« Tall6in leikkauksen
ANAN - NA ="AJa A, ja ... Ja A, sattuvat”
todennakoisyys on
PrANA, NN A)
= Pr(A)xPr(A,|A)xPr(A|A N A,) %
xPr(AJANA NN AL)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Yleistetty yleinen tulosaanto:

Perustelu

o Perustellaan yleistetty yleinen tulosdanto tapauksessa k = 3.

o Leikkauksen
ANA,NA; ="A, Ja A, Ja A; sattuvat”
todennakoisyys on
Pr(ANANA)=Pr((ANA)NA)
=Pr(A NA)Pr(A|ANA)
= Pr(A) Pr(A|A) Pr(A;|A N A,)

* Yleinen tapaus voidaan todistaa induktiolla.
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Yleistetty yleinen tulosaanto:

Esimerkki korttipakasta

Nostetaan korttipakasta perakkain 3 korttia.
Mika on todennakdisyys, ettd ne ovat kaikki patoja?
Olkoon tapahtuma A; = I. kortti on pata”, 1 = 1, 2, 3.

Koska korttipakassa on 52 korttia, joista 13 on patoja, leikkauksen
"A; Ja A, ja A, sattuvat” todennakadisyys on

Pr(A A, " A)=Pr(A)Pr(A |A)Pr(A|A NA)
13 12 11 33

52 51 50 2550
=0.0129

Huomautus:
Korttien nosto toteutettiin ilman takaisinpanoa.
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Rilppumattomuus

« Olkoot A ja B kaksi samaan satunnaisokeeseen liittyvaa
tapahtumaa. Erés keino tutkia tapahtumien A ja B syy-
seuraussuhdetta on verrata esimerkiksi A:n
todennakdisyytta Pr(A) ehdolliseen todennédkoisyyteen
Pr(A|B).

e Jos
Pr(A|B) = Pr(A)
tieto siita, etta tapahtuma B on sattunut, sisaltaa

Informaatiota, jota voidaan kayttaa hyvaksi tapahtuman A
todennakdisyyttd maarattaessa.
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Riippumattomuus

e Tapahtuma A on riippumaton tapahtumasta B, jos B:n
tapahtuminen (tal tapahtumatta jadminen) ei vaikuta A:n
tapahtumisen todennékaoisyyteen.

e Riippumattomuus on symmetrinen ominaisuus -

jos A on riippumaton B:std, niin B on riippumaton A:sta —
ja sanomme tavallisesti, ettd tapahtumat A ja B ovat
riippumattomia.
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Rilppumattomuus:
Esimerkit rahanheitosta ja arvonnasta

 Rahanheitto:
Heitetdan toistuvasti rahaa.

T&lloin on jarkevaa olettaa, ettd heittojen tulokset eivét riipu
aikaisemmin tehtyjen heittojen tuloksista.

e Arvonta:

Nostetaan uurnasta toistuvasti arpalippuja niin, etta jokaisen noston
jalkeen nostettu lippu palautetaan uurnaan ja uurnan sisaltd sekoitetaan
huolellisesti (otanta takaisinpanolla).

Talloin on jarkevaa olettaa, ettd nostojen tulokset eivat riipu
aikaisemmin tehtyjen nostojen tuloksista.
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Tulosaanto riippumattomille tapahtumille

Olkoon tapahtuman A todennékaoisyys Pr(A) ja
tapahtuman B todennakdisyys Pr(B). Matemaattisesti
maaritellaan, etta tapahtumat

A ja B ovat riippumattomia jos ja vain jos

Pr(AnB) = Pr(A)Pr(B) (1)

Huom. Tama ehto on yhtapitava ehdon Pr(A|B) = Pr(A)
kanssa — ndhdaan sijoittamalla (1) kaavaan
Pr(AlB) = Pr(An B)
Pr(B)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Riippumattomuuden yhtapitavat ehdot

e Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos
mika tahansa seuraavista riippumattomuuden yhtapitavista
ehdoista pétee:

(i) Pr(AmnB)=Pr(A)Pr(B)
(i) Pr(AB)=Pr(A)
(i) Pr(B|A)=Pr(B)
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus
Riippumattomuuden seurauksia

o Oletetaan, ettd tapahtumat A ja B ovat riippumattomia.
o Tall6in:

(i) Tapahtumat A ja B® ovat riippumattomia.

(i) Tapahtumat A° ja B ovat riippumattomia.

(i) Tapahtumat A° ja B® ovat riippumattomia.

e Tapahtumien riippumattomuus siis ’levidd” myos niiden
komplementtitapahtumiin.
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Ehdollinen todennékdisyys ja riippumattomuus

Tulosaanto riippumattomille tapahtumille:

Esimerkki rahanheitosta

 Heitetaan rahaa kaksi kertaa.

Pr(Kruuna) = Pr(Klaava) =1/2
A = ”Saadaan kruuna 1. heitolla”
B = ”Saadaan kruuna 2. heitolla”

« Voidaan olettaa, ettd A ja B ovat riippumattomia.
o Tall6in

X

Pr(A jaB) = =0.25

1
4

N |-
N |-
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Tulosaanto riippumattomille tapahtumille:

Esimerkki korttipakasta

o A ="Satunnaisesti korttipakasta valittu kortti on pata”

Pr(A) = 13/52=1/4
o B ="Satunnaisesti korttipakasta valittu kortti on dssa”

Pr(B) =4/52 =1/13
 AnB ="Satunnaisesti korttipakasta valittu kortti on patadssa”
o Tallgin

Pr(AnB) =Pr(A)Pr(B)

1 1

= — X —

4 13
1

52
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Yleistetty tulosaanto

riippumattomille tapahtumille

» Olkoon tapahtuman A, todennakdisyys

Pr(A),i=12,...k

e Tapahtumat A, A,, ..., A, ovat rilppumattomia, jos ja

vain jos kaikille leikkauksille
A NA NN A,
joissa

{i,iy,.. i e {12, k)
patee:

Pr(A N A NN A ) =Pr(A)xPr(A )x---xPr(A )

e Merkitaan tapahtumien A;, A,, ..

AA,... A L

., A riippumattomuutta:
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Peruslaskusdanndot todennakoisyydelle
Yleistetty tulosaanto riippumattomille tapahtumille:

Esimerkki rahanheitosta

e Heitetdan rahaa 10 kertaa.

e Pr(Kruuna) =1/2.

e Talloin

Pr(10 kruunaa) = Pr(Kruuna 1. heitolla) x - --x Pr(Kruuna 10. heitolla)
1 1 1 1
= — Xeee X — = =

2 2 2° 1024
\ﬁ/——/

10 kappaletta

=0.000977
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Todennakdisyyslaskenta
Osa 1: Todennakadisyys ja sen laskusaannot

. Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Otosavaruuden ositus

« Otosavaruuden S osajoukot
B, B,, ..., B,

muodostavat otosavaruuden
S osituksen, jos

() B=4,1=1,2,...,n
() BinBj=O, 1]
(i) S=B;UB,U ... UB,
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Otosavaruuden osituksen indusoima ositus

e Olkoon A c S, A # I otos-
avaruuden S osajoukko.

e Olkoon By, B, ..., B,
otosavaruuden S ositus.

e Ositus By, B, ..., B,
Indusoi osituksen joukkoon
A
(ANBy)N(ANB;) = O, 1 # ]
ja
A = (AnB)U(ANB,)uU

- U(AMB,)
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Kokonaistodennakdisyyden kaava:

Maaritelma 1/2

e Olkoon A c S.

e Olkoon By, B, ..., B,
otosavaruuden S ositus.

* Yhteenlaskusaannon
(toisensa poissulkeville
tapahtumille) perusteella

Pr(A) = Zn:Pr(Am B) (1)

B,
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Kokonaistodennakdisyyden kaava:

Maaritelma 2/2

 Yleisen tulosdannon
perusteella

Pr(AnB;) =Pr(B,) Pr(A|B,)

B,

 Sijoittamalla nédma
lausekkeet kaavaan (1),
saadaan kokonaistoden-
nakoisyyden kaava

Pr(A) = Zn:Pr(Bi) Pr(AB,)
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Kokonaistodennakdisyyden kaava:

Kommentteja

« Kokonaistodennakoisyyden kaava on kayttokelpoinen
sellaisissa tilanteissa, joissa todennakoisyydet Pr(B;) ja
ehdolliset todennakdisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.

« Jos tapahtuma A on riippumaton tapahtumista
B,, B,, ..., B, , kokonaistodennéakdisyyden kaavasta
el ole hy6tya tapahtuman A todenndkoisyytta maarattaessa.
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Maaritelma 1/2

e Olkoon A c S, A # I otos-
avaruuden S osajoukko.

e Olkoon By, B, ..., B,
otosavaruuden S ositus.

 Ehdollisen
todennakdisyyden
maaritelman mukaan

Pr(ANB,)
Pr(A)

_ Pr(B)) Pr(A‘Bi)

-~ Pr(A

Pr(B, ‘A) =
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Maaritelma 2/2

e Soveltamalla nimittgjaan
kokonaistodennakaoisyyden
kaavaa saadaan Bayesin
kaava:

Pr(B |A) = nPr(Bi)Pr(A\Bi)

2_Pr(B,)Pr(AB)
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Kommentteja 1/2

e Pr(B;) kutsutaan priori-todennakaoisyydeksi.
prior (lat.), edeltava, aikaisempi

(kasityksemme tapahtuman B; todennakdisyydesta ennen
kuin saamme tietdd onko tapahtuma A sattunut vai ei).

* Pr(B;|A) kutsutaan posteriori-todennakoisyydeksi.
posterior (lat.), jalkeen tuleva, myohempi

(miten ennakkokaésitystamme tapahtuman B;
todennakdisyydesta kannattaa korjata, kun saamme tietag,
ettd tapahtuma A on sattunut).
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Kommentteja 2/2

« Bayesin kaava on kayttokelpoinen sellaisissa tilanteissa,
joissa todennékadisyydet Pr(B;) ja ehdolliset toden-
nakoisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.

 Jos tapahtuma A on riippumaton tapahtumista B, B,, ...,

B, , tieto tapahtuman A sattumisesta ei muuta priori-
todennakdisyyksia Pr(B;).
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Esimerkki laadunvalvonnasta 1/4

* Ruuvitehtaalla on kaksi konetta A ja B, joilla tehddan samanlaisia
ruuveja. A- ja B-koneen valmistamat ruuvit sekoitetaan ja pakataan
laatikoihin suhteessa 3:5.

e (Osa kummankin koneen valmistamista ruuveista on viallisia:
5 % A-koneen valmistamista ruuveista on viallisia.
8 % B-koneen valmistamista ruuveista on viallisia.

e Valitaan satunnaisesti 1 ruuvi tutkittavaksi satunnaisesti valitusta
laatikosta.

(1)  Mika on todennadkoisyys, ettd poimittu ruuvi on viallinen?

(if) Mika on todenn&kdisyys, ettd ruuvin on valmistanut A-kone, jos
ruuvi osoittautuu vialliseksi?
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Esimerkki laadunvalvonnasta 2/4

* Merkintgja:
Otosavaruus S = Laatikollinen ruuveja
Tapahtuma A = "Ruuvin on valmistanut A-kone”
Tapahtuma B = ”Ruuvin on valmistanut B-kone”
Tapahtuma V = ”Ruuvi on viallinen”

e Seuraavat todennakdisyydet tunnetaan:
Pr(A) = 3/8 Pr(V|A) =0.05
Pr(B) =5/8 Pr(V|B) =0.08

e Seuraavia todennakaoisyyksia kysytaan:
(1) Pr(V)
(i1) Pr(A|V)
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Esimerkki laadunvalvonnasta 3/4

e Tapahtumat A ja B muodostavat otosavaruuden S osituksen.
e Ositus S = AUB indusoi osituksen tapahtumaan V

(i) Kokonaistodennakoisyyden kaavasta saadaan todennéakdisyydeksi,
ettd satunnaisesti poimittu ruuvi on viallinen:

Pr(V) = Pr(A)Pr(V|A) + Pr(B)Pr(V|B)
= (3/8)x0.05 + (5/8)x0.08
= 0.06875
= 6.875 %
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Kokonaistodennékdisyys ja Bayesin kaava
Esimerkki laadunvalvonnasta 4/4

(i1) Bayesin kaavasta saadaan ehdolliseksi todennakaoisyydeksi Pr(A|V)
ettd ruuvin on valmistanut A-kone, jos ruuvi osoittautuu vialliseksi :

Pr(A)Pr(V |A)

Pr(A\V) =
( IV) Pr(A)Pr(\/|A)+Pr(B)Pr(V|B)
§><O.05 3
- — = -0.27
2005+ >x0.08 1
8 8
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